Задачи для проведения муниципального этапа олимпиады в 2015-2016 учебном году (условия и решения)
УДАЧИ ВСЕМ УЧАСТНИКАМ ОЛИМПИАДЫ!!!
7 класс

1. Вычислить:

Ответ: .
Указание: Для подсчёта необходимо сократить, а затем, вынося общий множитель за скобки, получить ответ.

2. Приведём отрывок из повести известного писателя В.Я. Шишкова «Странники».
«- А хочешь, я покажу тебе арифметический фокус-покус? Ахнешь.
- Ой! А ну покажите, миленький.
Иван Петрович вырвал из блокнота страничку, подал мальчонке, спросил: 
- Карандаш есть? Пиши любое пятизначное число.
Мальчонка написал. Иван Петрович мельком взглянул на это число, написал на отдельном клочке бумаги своё какое – то число, сунул бумажку в солому и прикрыл шляпой.
- Пиши под ним другое. Написал? Теперь я сам напишу третье. Теперь все три числа складывай. Только тщательней, не ври. Через две минуты был готов проверенный ответ. Инженер Вошкин подал свои выкладки: 46853 + 21398+ 78601=146852.
-Сто сорок шесть тысяч восемьсот пятьдесят два, Иван Петрович.
-Долго считаешь. А у меня – вот он ответ. Я уж знал его. Когда ты ещё первое число написал. Вот. Тяни из – под шляпы.
Мальчонка выхватил бумажку. Там значилось 146852. Удивлённое лицо инженера Вошкина вытянулось, и волосы на голове встопорщились. С боязнью. С удивлением он таращил глаза на Ивана Петровича.
- Ну…вот…как же?.. А?»
В самом деле, как же это, а?

Указание:
Иван Петрович, записывая сумму трёх слагаемых, приписывает к первому слагаемому слева цифру 1, а последнюю цифру уменьшает на 1, а значит, увеличивает первое слагаемое на 1000000  – 1 = 99999. Поэтому третье слагаемое у него получается такое, чтобы оно в сумме со вторым давало 99999. Фокус происходит только тогда, когда у второго слагаемого не более пяти цифр. 
3. В некотором королевстве жили 32 рыцаря. Некоторые из них были вассалами других. Рыцарь, имевший не менее четырёх вассалов, носил титул барона. Вассал мог иметь только одного барона, причём барон всегда был богаче своего вассала. Какое наибольшее число баронов могло быть в этом королевстве? (В королевстве действовал закон: «вассал моего вассала – не мой вассал».) 
Ответ: 7 баронов.
Решение: Предположим, что имелось, не менее восьми баронов. Тогда, поскольку каждый из них имел не менее четырёх вассалов. Их вассалами являлись не менее 32 рыцарей (общих вассалов бароны иметь не могли по условию). Кроме того, есть ещё самый богатый рыцарь. Если таких несколько, каждый из них не может быть ничьим вассалом. Получаем, что было не менее 33 рыцарей – это противоречит условию. Теперь покажем, что 7 баронов могло быть. На рисунке рыцари отмечены кружками. Стрелки ведут от каждого барона к его вассалу. Кружочки, соответствующие баронам, закрашены. 
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4. Доказать, что если сумма 6a+11b (a и b – целые числа) делятся на 31, то и сумма a+7b делится на 31.
Доказательство: Умножим вторую из этих сумм на 6 с тем, чтобы уравнять у сумм коэффициенты при a. Из полученной суммы 6a+42b вычтем первоначальную. Имеем 31b. Разность двух чисел делится на 31. Так как, кроме того, по условию вычитаемое делится на 31,  то на 31 делится и уменьшаемое 6a+42b, а следовательно, и сумма a+7b.
5. Какое максимальное количество ладей можно расставить на шахматной доске так, чтобы они не били друг друга? 
Решение: Каждая ладья бьёт горизонталь и вертикаль, на пересечении которых стоит. Значит, на каждой горизонтали можно поставить не более одной ладьи, всего ладей будет не более восьми. Для 8 ладей можно придумать много вариантов расстановок, например, по диагонали.
8 класс
1. Число БАОБАБ, где одинаковые буквы означают одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры, делится на 101. Какое  это число?

Ответ: 910919.
Комментарий к решению:
Нужно разложить число БАОБАБ по степеням 10 и в полученной сумме выделить слагаемые, делящиеся на 101. Например, 102 представить в виде (102 +1) 1 , 103 – в виде (103 + 10) 10 и т.д., а затем эти слагаемые из суммы выбросить. 

2. Найти трёхзначное число, зная, что число его десятков есть среднее геометрическое чисел сотен и единиц, а если в его записи поменять местами цифры сотен и единиц и вычесть новое число из искомого, то разность будет равна 297.

Ответ: 421.
Решение: 
Можно воспользоваться леммой (если она знакома учащемуся): разность трёхзначного числа и зеркального ему равна произведению разности цифр сотен и единиц этого числа на 99. Цифра сотен искомого числа превосходит цифру единиц на величину 297 : 99=33. Разность двух цифр – нечётная, следовательно, цифры эти разной чётности. Если произведение чётной и нечётной цифр - полный квадрат, то каждая из этих цифр является полным квадратом. Перечисленным условиям отвечают цифры 4 и 1.. Цифра десятков равна 2. Искомое число:421.
Обозначим искомое число . 

поэтому 
Можно рассмотреть и другой вариант, вытекающий из полученного равенства.  Далее выход на квадратное уравнение и результат. 

3. В треугольнике ABC сторону AB разделили на 5 равных частей. Обозначили точки деления, начиная от вершины A буквами K1, K2 , K3, K4. Через каждую точку деления провели прямые параллельно AC и точки пересечения их со стороной DC обозначили  буквами M1, M2, M3, M4,  считая от вершины C. Найти сумму площадей четырехугольников K1K2M2M1 и K3K4M4M3, если AC =24см, высота BH = 25 см.
Ответ: 120 см2.
Решение: Треугольник ABC разбить на 25 равных, значит, равновеликих треугольников, поэтому площадь каждого з них 
Для решения данной задачи можно достроить треугольник до параллелограмма.
Либо найти площадь треугольника ABC , затем провести параллельные прямые (теорема Фалеса), после чего найти искомые площади.
4. 48 кузнецов должны подковать 60 лошадей. Какое наименьшее время они затратят на работу, если каждый кузнец тратит на одну подкову 5 минут (лошадь не может стоять на двух ногах)?
Решение: 
Решение не представляет сложности, если исключить требование о выполнении работы в минимальные сроки. В этом случае 48 кузнецов подкуют 48 лошадей, затратив на это 20 минут: по 5 минут на каждую подкову. Затем 12 кузнецов подкуют оставшихся 12 лошадей, затратив ещё 20 минут. Вся работа займёт 40 минут. Очевидно, такое решение неэффективно с точки зрения использования рабочего времени: на втором этапе 36 кузнецов простаивают без работы.
Определим теоретически необходимое время для выполнения всей работы при условии, что ни один кузнец не будет простаивать и все они завершат работу одновременно.
Общее количество копыт, которые необходимо подковать, равно 60. На каждого кузнеца приходится 240копыт. На набивку 5 подков кузнец тратит 25 минут. Это время является минимально возможным для выполнения всей работы. Для достижения указанного результата необходимо организовать работу так, чтобы она выполнялась ритмично. Без простоев.
Разделим лошадей на 5 групп, по 12 лошадей в каждой группе. 
Порядок обработки лошадей по группам приведён в таблице:
	№ этапа
	Группы лошадей, обрабатываемые на этапах

	
	1
	2
	3
	4
	5

	Первый
	+
	+
	+
	+
	-

	Второй
	+
	+
	+
	-
	+

	Третий
	+
	+
	-
	+
	+

	Четвёртый
	+
	-
	+
	+
	+

	Пятый
	-
	+
	+
	+
	+


Согласно предложенной схеме, на каждом этапе подлежат обработке 4 группы, или 48 лошадей. Таким образом, все 48 кузнецов будут полностью заняты на протяжении 5 этапов. За это время будут  подкованы все лошади, поэтому каждая группа лошадей обслуживается на 4 этапах. Продолжительность каждого этапа – 5 минут (продолжительность закрепления одной подковы). Таким образом, работа будет выполнена  за 25 минут.  
5. Верно ли, что если сумма  11, то числа 
делятся на 11?
Ответ: верно
Решение: Посмотреть какие остатки может давать квадрат натурального числа при делении на 11. 
	Остаток от деленияна 11 
	 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

	Остаток от деления  11
	0 1 4 9 5 3 3 5 9 4 1


Заполняется таким образом:   (k и r– целые неотрицательные, ),  то . Следовательно, достаточно выяснить, какой остаток даст  при делении на 11 (в случае если нужно  разделить на 11 с остатком и записать в таблицу полученный остаток). Проанализировать таблицу и выяснить, что делятся на 11, когда оба остатка равны нулю. 
6. При каких значениях параметра  уравнение  имеет единственное решение?
Решение: Число решений уравнения равно количеству точек пересечения графиков и. 
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Первый график «неподвижен», а уравнение задаёт семейство прямых, проходящих через точку А(0;1) и имеющих угловой коэффициент равный . Видим, что есть три критических положения этих прямых , . Прямая  проходит через точку В(-2;0), прямая  параллельна прямой  и  параллельна  Угловые коэффициенты  прямых ,  равны 
0,5 , -2 и 2  соответственно. Графики функций  и имеют одну точку пересечения при  и 
Ответ: 
9 класс
1. (Задачник Кванта) Из 21 монеты 10 настоящих и 11 фальшивых, причём каждая фальшивая на 1 г легче каждой настоящей. Взяли одну из монет. Как за одно взвешивание на весах со стрелкой определить фальшивая ли монета? 
Решение: Нужно взвесить остальные 20 монет; если весы покажут чётное число грамм, то взятая монета фальшивая, а если нечётное, то настоящая. Если масса фальшивой монеты , то остальные весят при взятой фальшивой монете , а при взятой настоящей: .
2. (Н.Я. Виленкин) Доказать, что при любых, , для которых , верно неравенство 
Доказательство: 
В неравенстве  положив , получим 

Выражение достигает наименьшее значения, когда произведение  достигает наибольшего значения. Но из неравенства  имеем 
Отсюда получим требуемое неравенство. Равенство достигается лишь при .
3. (С.А. Генкин, И.В. Итенберг) В квадрате со стороной 1 отметили 101 точку, причём никакие три точки не лежат на одной прямой. Доказать, что найдётся треугольник с вершинами в этих точках, площадь которого не больше .
Доказательство:
Рассмотреть наименьший выпуклый многоугольник, содержащий данные точки. Пусть он имеет k вершин. Если то этот 102–угольник можно разбить на 100 треугольников диагоналями, выходящими из одной вершины.
Если же , то внутри k–угольника лежит точек. Соединим одну из внутренних точек с вершинами k–угольника. При этом получим  треугольников. С остальными внутренними точками проделаем следующую операцию. Если эта точка лежит строго внутри одного из полученных ранее треугольников, то соединим её с вершинами этого треугольника. Если точка лежит на общей стороне двух треугольников, то соединим её с вершинами этих треугольников, противолежащими общей стороне. После каждой такой операции в обоих случаях число треугольников увеличивается на 2. В результате всего получится треугольников. Так как , то  Сумма площадей треугольников разбиения меньше 1, а их количество не меньше 100. Поэтому площадь хотя бы одного из них не превосходит .
4. Через точку N проведены две прямые, касающиеся некоторой окружности с центром в точке О. На одной из этих прямых взята точка А, а на другой взята точка В так, что  Известно, что 
Найти длину отрезка . 
Ответ: .
Решение: 
Обозначим точки касания прямых и окружности из условия задачи буквами N и L, без ограничения общности будем считать, что точка А лежит на прямой NK , а точка – на прямой NL. Заметим, что (по гипотенузе и катету), откуда следует, что  и . Также отметим, что из данных в условии задачи неравенств,  и теоремы Пифагора вытекает, что
 и 
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После этого мы можем сделать вывод о расположении точек А и . Если предположить, что точка А лежит на луче , а точка ), то получается, что точка K лежит на отрезке NA, а  точка L –  на отрезке NB, т.е.
. 
Это противоречит условию задачи. Самостоятельно доказать, что невозможен случай, когда точка А лежит на луче, дополнительном к, а B – на луче, дополнительном ). Тогда  и в силу того, что
  мы находим 
. Теперь запишем теорему Пифагора для треугольников AOK и NOK:

5. Решить в целых числах уравнение: .
Ответ: (1; 2), (2; 2), (0; 0), (1; 0), (0; 1), (1; 2).
Решение: Выполнив некоторые преобразования, прийти к квадратному уравнению относительно x: 
Дискриминант данного уравнения должен быть квадратом некоторого целого числа t
.
Имеем новое уравнение: Уравнение с двумя целочисленными неизвестными  и t. Преобразуем и получим новое уравнение: 6y
Переберём возможные значения t
1. Если .
2. Если , то .
Возьмём значение и подставим его в квадратное уравнение 
Тогда . Получаем: (1; 2) и (2; 2).
Аналогичным путём находим решения и при y, .
Получаем: (0; 0) и (1; 0).
3. Пусть  Тогда  Теперь вычислим : , откуда  Получились решения: (0; 1) и (2; 1). 
6. Найти все значения , при каждом из которых решения неравенства 
 образуют отрезок длины 1.  
Ответ: – 2,5; –9,5.
Решение:
Преобразуем исходное неравенство к виду . Раскрывая модули в выражении, стоящем в правой части неравенства, получим
 При каждом фиксированном значении параметра  график функции  получается параллельным переносом графика функции  вдоль оси Ox на единиц. Решению исходного неравенства соответствуют все значения при которых точки плоскости Oxy с координатами  расположены выше точек с координатами . Из рисунка видно, что решением неравенства является отрезок, когда график функции  пересекает прямую = или прямую =. 
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В первом случае абсциссы точек пересечения графиков функции – решения уравнений  и . Отсюда получаем и . В этом случае длина отрезка равна . Соответственно длина равна 1 при . Второй случай рассмотреть самостоятельно и получить .

10 класс
1. Доказать, что в любом шестизначном числе можно переставить цифры так, чтобы сумма первых трёх цифр нового числа отличалась от суммы вторых трёх цифр меньше, чем на 10.
Доказательство: Переставим цифры так, чтобы выполнялись неравенства Тогда 
2. В трапеции ABCЕ длина основания AE равна 16, а длина боковой стороны CE равна . Окружность, проходящая через точки A, B, C, пересекает прямую AE в точке H. Величина угла AHB равна . Найти длину отрезка BH.
Ответ: 8.
Решение: 
[image: E:\123344.png]Поскольку ABCE – трапеция, а CE – её боковая сторона, то прямые AE и BC параллельны, значит и По условию задачи точки A,B,C и H лежат на одной окружности, стало быть ABCH – трапеция, вписанная в окружность. Из этого вытекает, что она равнобедренная, что в свою очередь, даёт нам следующие соотношения: Таким образом, нам достаточно найти длину отрезка AC, что легко делается путём применения теоремы косинусов 
к треугольнику ACE:
3. Решить в натуральных числах уравнение .
Ответ:(74; 592), (592; 74).
Решение: 
Возведём в куб:
.
Заменим сумму, стоящую в скобках, на  и получим .
Разложим число 1998 на простые множители: . Для того, чтобы  «извлекался», необходимо 
Пусть  делится на 2; тогда из первоначального уравнения видно, что и  делится на 2. Аналогично если   делится на 37, то и  делится на 37. Следовательно,  , где a и b – натуральные числа. Подставим эти выражения для и в последнее уравнение: ,   Отсюда вытекает, что 
Но так как произведение должно быть точным кубом, то .
1) Пусть  Тогда  система   не имеет решений в натуральных числах.
2) Пусть . Тогда  система находим .  
Значит .
4. Доказать, что при всех  корни  многочлена  удовлетворяют соотношению.
Доказательство: по теореме Виета для корней многочлена  имеем . 
Поэтому .
5. Найти наибольшее из чисел .
Ответ:.
Решение:  
так как 
 так как 
6. Предприятие выпускает изделия двух типов путём последовательной обработки каждого из них сначала в цехе А, а затем в цехе Б. Обработка каждого изделия первого типа занимает 5 ч в цехе А и 3ч в цехе Б; обработка каждого изделия второго типа занимает 2 ч в цехе А и 4 ч в цехе Б. Цех А в состоянии работать не более 150 ч, цех Б – не более 132 ч в месяц. Известно, что предприятие за каждое изготовленное изделие первого и второго типов получает прибыль соответственно 300 и 200 рублей. Определить, сколько изделий каждого типа следует выпускать в месяц, чтобы обеспечить предприятию наибольшую прибыль, и какова эта прибыль.
Ответ: 24 и 15;  10200 руб.
Решение: Обозначим через x и y искомые числа изделий первого и второго типов соответственно, а через F –  прибыль предприятия, полученную за счёт производства x изделий первого типа y изделий второго типа. Очевидно, что . Тогда рассматриваемую задачу можно сформулировать следующим образом: найти неотрицательные числа x и y, для которых функция  имеет наибольшее значение при условиях: 
(x и y – целые числа). Введём на плоскости прямоугольную систему координат. Истолковывая x и y как координаты точки на плоскости Oxy,рассмотреть геометрический смысл неравенств системы самостоятельно
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(смотри рисунок). Каждая точка полученного многоугольника OPST определяет вариант производства изделий первого и второго типов с учётом ограниченности времени работы  каждого цеха. Исходная задача теперь может быть переформулирована: среди точек многоугольника найти такую, в которой линейная функция F принимает наибольшее значение.
Дадим геометрическое толкование функции F, определяющей прибыль предприятия. Пусть прибыль равна фиксированному значению Fо, например 6000 руб. Легко видеть, что множество точек на плоскости, в которых функция   принимает значение  6000, изображается прямой, уравнение которой =6000. На рисунке эта прямая показан пунктирной линией, делящей многоугольник OPST на две части. Всем общим точкам этой прямой и многоугольника OPST соответствует одно и то же значение прибыли Fо=6000, в том числе и точкам  . 
Другому фиксированному значению прибыли F1,равному, например, значению 9000, отвечает другая прямая, параллельная прямой  = 6000. Придавая F различные значения, получаем семейство параллельных прямых, являющихся линиями уровня для функции F, т.е. линиями, во всех точках которых функция F принимает постоянное значение 
Пересекая многоугольник OPST прямой  и будем перемещать её параллельно самой себе в направлении увеличения Fо. Перемещение будем осуществлять до такого предельного положения, когда многоугольник OPST окажется целиком в нижней полуплоскости относительно предельной прямой, причём хотя бы одна его точка принадлежит этой прямой (в случае, изображенном на рисунке параллельный сдвиг приведёт прямую в такое предельное положение, когда у неё окажется только одна общая точка с многоугольником – вершина S). Координаты этой вершины определяются числами . Им соответствует максимальное значение прибыли 

11 класс
1. Какое из двух чисел  больше: 
Ответ: Второе
Решение: Обозначим  Тогда неравенство следует из того, что 
.
2. Решитьсистему равнений:

Ответ: .
Решение: Умножим первое уравнение системы на ,  второе , третье – на .  Затем, воспользовавшись формулами сокращённого умножения, будем иметь: 
Складывая все уравнения системы, получаем Подставляя полученное выражение для z в третье уравнение первоначальной системы, получим:

Теперь получаем систему.
Исключая свободные члены,  приходим к однородному уравнению второй степени и через замену  получаем квадратное: Доведите решение до конца самостоятельно.
3. Две окружности пересекаются в точках A и K. Их центры расположены по разные стороны от прямой, содержащей отрезок AK.  Точки B и C лежат на разных окружностях. Прямая, содержащая отрезок AC, касается другой окружности также в точке A. а тангенс угла CAB равен  . Найти площадь треугольника ABC.
Ответ:.
Решение:
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Обозначим  соответственно. По свойству угла между касательной и хордой Из этого следует, что по двум углам. С учётом этого получаем: 
Далее затем, что , 
По теореме косинусов для  
.
Наконец, 
4. Найти все значения a, при каждом из которых неравенство: не имеет решений.
Ответ: .
Решение:
1.Запишем неравенство в следующем виде: где 

2. Применяя неравенство для средних, запишем
, где  определяется из уравнения, т.е.  Тогда  Следовательно, .
3. Так как  то наибольшее значение функции  достигается, например, в точке 
4. При любых значениях  справедлива оценка  так как .  Поэтому при  исходное неравенство равносильно совокупности . 
5. Исходное неравенство не выполняется ни при одном значении x тогда и только тогда, когда .
5. Из числа 12345678910111213…50 (выписываются все последовательные натуральные числа от 1 до 50) вычеркнуть 80 цифр так, чтобы оставшееся число было наименьшим из всех возможных.
Ответ: 1234440.
Решение: Данное число содержит   цифру, а после вычёркивания 80 цифр останется 11 цифр. Для того чтобы оставшееся число было наименьшим из всех возможных, нужно в начале данного числа оставить как можно больше цифр, равных нулю. 
Вычеркивая в начале исходного числа первые 10 цифр 1234567891; затем - такие 19 цифр 111213…192; потом – такие 19 цифр: 212223…293 потом – следующие 19 цифр: 313233…394.
Всего вычеркнуто 9  цифр. Осталось24 – значное «число» (считая нули в начале) 000041424344454647484950.
Из него нужно вычеркнуть ещё 13 цифр. Вычеркнем все цифры 5,6,7,8 и 9, а затем – первые 7 четвёрок. Получим 00001234440.

6 (М.В. Лурье) Лаборатории необходимо заказать некоторое количество одинаковых сферических колб общей вместимостью 100л. Стоимость одной колбы складывается из стоимости труда мастера, пропорциональной квадрату площади поверхности колбы, и стоимости материала, пропорциональной площади её поверхности. При этом колба объёмом в 1 л обходится в 1руб. 25 коп., и в этом случае стоимость труда составляет 20% стоимости колбы (толщину стенок колбы считать пренебрежительно малой). Хватит ли на выполнение работы 100 рублей?
Ответ: не хватит.
Решение: Обозначим стоимость колбы с площадью поверхности s через . Тогда по условию задачи где  m  и  k – коэффициенты пропорциональности. Определим эти коэффициенты.
Пусть R – радиус колбы, тогда , откуда .  Отсюда объём колбы равен   Определяя площадь поверхности колбы как функцию её объёма, получаем .  
Если  то   (кв. ед.).
Подставляя это значение в исходную формулу, получаем первое уравнение для определения коэффициентов m и k :
.
Второе уравнение получается из условия, что стоимость труда составляет 20% стоимости колбы: 
 . 
Если решить эти два уравнения совместно, то для m  и  k получаются следующие значения: ;  . 
Поскольку общая вместительность колб известна и составляет 100 л, то число колб равно 
  
Общая стоимость работы выразится формулой
.
Итак, полная стоимость работы состоит из двух частей: одна пропорциональна , а другая обратно пропорциональна  . При уменьшении s  одно из слагаемых  уменьшается, другое увеличивается. Найдём такое значение s, при котором общая стоимость колб будет наименьшей. Для этого вычисляем производную функции  Q
 или  . 
При том значении s,  при котором функция  Q минимальна, производная . Поэтому получаем . 
Очевидно, что при   выполняется условие   а при  – условие , т.е. участок монотонного убывания функции Q сменяется участком её монотонного возрастания. Это означает, что при найденном значении  функция Q имеет наименьшее значение. При этом оказывается, что число 
не будет целым. Значит, колб должно быть изготовлено не менее 13 и стоимость работы будет больше, чем 100 руб., т.е. 100 руб. не хватит на выполнение указанной работы.
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